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ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПРОЦЕССОВ ФРЕЗЕРОВАНИЯ
Запропонована уточнена математична модель для розрахунку вібрацій інструмента при фрезеру-
ванні. На відміну від традиційної моделі з двома мірами свободи модель має п’ять мір свободи,
що забезпечує більш високу точність розрахунків.
A refined mathematical model for calculating tools selection in milling is suggested. Unlike traditional
models with two degrees of freedom this model has five degrees of freedom that allows more precise cal-
culations.
Вибрации, возникающие в процессе обработки металлов резанием, в ча-
стности путем фрезерования поверхностей, во многом определяют качество
поверхностного слоя.
Вследствие этого большое значение имеет адекватное математическое
описание модели самовозбуждающихся вибраций, возникающих в процессе
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фрезерования при взаимном влиянии системы инструмента и системы детали и
учетом дополнительных степеней свободы колебательной системы, что в отли-
чие от известных моделей [1-3] обеспечивает более высокую точность расче-
тов характеристик вибрационного процесса.
В настоящей работе предлагается при моделировании вибрационного
процесса для фрезы кроме степеней свободы в двух направлениях главных
осей, лежащих в плоскости, перпендикулярной оси инструмента, учитывать
еще и степени свободы, связанные с инерцией поворота фрезы и возможно-
стью ее кручения. Введение дополнительных степеней свободы позволяет
учесть влияние этих видов перемещений на вибрационные процессы для фрез,
имеющих существенные инерционные характеристики.
Система дифференциальных уравнений, которые описывают процесс раз-
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где тх, my – приведенные массы для направлений Х, Y; х, у, ΨX, ΨY, θ – со-
ответственно линейные перемещения, углы поворота относительно главных
осей Х, Y, Z; 1Х, 1У, 10 – моменты инерции приведенных масс относительно
главных осей Х, Y, 2; ηX, ηY – коэффициенты демпфирования; Рх, Ру, Мх, Му, М0
– соответственно внешние усилия и моменты относительно главных осей Х, Y,
Z; t – время.
Нахождение правых частей уравнений системы состоит в определении
элементарных силовых и моментных составляющих (составляющих для одного
зуба) и их последующего суммирования.
Взаимодействие между системой инструмента и системой детали заменя-
ется действием на систему инструмента сил резания. Рассматривая торцевое
встречное фрезерование, выделяют три силы резания: осевую P0, радиальную –
PR, тангенциальную – Pτ. Для этих сил на основании экспериментальных ре-
зультатов, приведенных [3], в зависимости от типа материала и условий обра-
ботки имеем следующие соотношения:
PR/Pτ = 0,3 ÷ 0,4;     P0/Pτ = 0,4 ÷ 0,45.                          (2)
Для определения динамической тангенциальной силы резания использу-
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ется следующая формула [1]
PKτ = kτ aK(t) bK(t),                                              (3)
где kτ – удельная сила резания, aK(t) и bK(t) – динамическая толщина и ши-
рина среза для К-го зуба.
На рис. 1 показаны проекции сил резания для направлений 0X, 0Y.
Рисунок 1 – Проекции сил резания
Рисунок 2 – Определение моментов MXK, MYK
Проецируя радиальную и тангенциальную составляющие на соответст-
вующие оси (рис. 1), получим
)cos()sin( θφθφ τ +++= KKKRKXK PPP ;                            (4)
)_sin()cos( θφθφ τ KKKRKYK PPP −+= ,                             (5)
где К – определяет номер данного зуба фрезы.
Выражения для моментов MXK, MYK и крутящего момента (рис. 2):
)sin(
2
θφ += KOKXK PDM ;                                        (6)
)cos(
2
θφ += KOKYK PDM .                                        (7)
Для получения обобщенных сил и моментов необходимо провести сум-




























где N – число зубьев фрезы, находящихся в контакте с обрабатываемым
материалом.
Степени свободы х, у, ΨX, ΨY, θ изменяют начальную толщину и ширину
среза, а, следовательно, и усилие резания. Изменение толщины a(t) и ширины
b(t) среза обусловливается также влиянием следа обработки от прохода преды-
дущего зуба. Следует также отметить, что при их определении необходимо
учитывать инерционность самого процесса резания. Инерционность выражает-
ся в том, что изменение силы резания отстает во времени на некоторую вели-
чину τo от изменения толщины слоя, который срезается [1].














            (10)
где
aφK = sz sin(φK + θ).                                       (11)
Рисунок 3 – Определение мгновенной толщины среза
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Подставляя выражения (10) и (12) в формулу (3) получим значение для
тангенциальной силы резания для одного зуба PKτ. Используя (2) вычислим
осевую и радиальную составляющую для данного зуба. Рассматривая все зубья
фрезы, которые находятся в данный момент времени в контакте с обрабаты-
ваемым материалом, определяем правые части для системы уравнений (1) по
формулам (9).
Начальные условия для системы (1) принимаются в виде (13).Следует от-
метить, что влияние фазовой характеристики начинается через το , а влияние
























































Интегрирование системы (1) осуществлялось при помощи псевдоаналого-
вого моделирования – подсистемы Simulink библиотеки Matlab. Для расчетов
была разработана соответствующая структурная схема. В ее состав входят две
подсистемы для интегрирования дифференциальных уравнений второго по-
рядка Ploshost X и Ploshost Y, две системы для замедления сигналов Zamedlen
X и Zamedlen Y , мультипликатор на 6 сигналов, два блока функций Matlab,
обеспечивающих получение динамических усилий в двух направлениях, а так-
же блоки задания начальных условий и представления результатов.
В качестве тестового примера рассматривается расчет вибраций для про-
цесса обработки сплава АК32ПКМ торцевым фрезерованием [3]. Инструмент –
торцевая фреза диаметром D = 125 мм, ширина фрезерования В = 110 мм, ско-
рость фрезерования ν = 110 м/мин, удельная сила резания k = 3580 Н/м3, фазо-
вая характеристика τ = 0,001 с, количество зубьев z = 6, подача на зуб SZ = 0,1
мм/зуб .
Характеристики тестовой динамической модели с двумя степенями сво-




с, Н/м · 106
Масса
m, Н · c2/м
Демпфирование
η, Н · c/м · 103
X 213 3,7 20,6 2,3
Y 200 3,2 20,3 1,9
Были проведены расчеты по определению средней амплитуды вибраци-
онных процессов. В качестве метода интегрирования был выбран метод odl
113 (Matlab) с переменным шагом интегрирования, абсолютная погрешность
интегрирования Е0 = 5 · 10-6. Результаты расчетов в виде зависимости средней
амплитуды колебаний от осевой глубины резания представлены на рис. 4 и
рис. 5, где верхняя кривая получена в работе [3], нижняя – результаты вычис-
лений, проведенных в данной работе. Отличие результатов не превышает 10 %.
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Более низкие значения амплитуд вибраций, полученных в настоящей работе
можно объяснить тем, что в [3] учитывалась третья степень свободы переме-
щения системы в направлении оси инструмента Z.
 
Рисунок 4 – Зависимость амплитуды виб-
раций от ширины среза в направлении 0X
Рисунок 5 – Зависимость амплитуды виб-
раций от ширины среза в направлении 0Y
Выводы:
1 Предложена динамическая модель инструмента(фрезы) для расчета
вибраций при фрезеровании, имеющая 5 степеней свободы.
2 На основе псевдоаналогового моделирования при помощи подсистемы
Simulink библиотеки создано программное обеспечение, позволяющее
путем численного интегрирования получить характеристики вибраций
инструмента в реальном времени.
3 Для системы с двумя степенями свободы проведено сравнение с ре-
зультатами работы [3], показавшее совпадение результатов с точностью
10 %, что связано с учетом в [3] массово-жесткостных характеристик
инструмента в направлении его оси.
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